IMO pripreme 2008, tulum 1. - planimetrija

. zadatak:

. zadatak:

. zadatak:

. zadatak:

éetverolﬁABCD upisan je u kruZnicu radijusa 7 i postoji to¢ka P na
stranici C'D takva da vrijedi |CB| = |BP| = |PA| = |AB|.

a) DokaZi da postoje tocke A, B, C', D, P koje zadovoljavaju gornje
uvjete.

b) Dokazi da je |PD| =r.

Dan je konveksni getverokut ABC'D u kojem je ZBCD = ZC'DA. Sime-
trala kuta ZABC sije¢e duzinu CD u to¢ki E. DokaZi da jednakost
|AB| = |AD| + |BC| vrijedi ako i samo ako je ZAEB = 90°.

Zadan je Siljastokutni trokut ABC'. Neka su P i () dirali$ta tangenti iz A
na kruznicu promjera BC'. Neka je H presjek visine C'D trokuta ABC' i
pravca P(Q). Dokazi da je H ortocentar trokuta ABC.

Tocke O i I su sredista opisane i upisane kruZnice trokuta ABC'. Trokutu
pripisana kruZnica w, dodiruje produZetke stranica AB i AC' u totkama K
i M redom, a stranicu BC u to¢ki N. Poznato je da poloviste P segmenta
K M le#i na opisanoj kruZnici trokuta ABC'. DokaZi da su to¢ke O, N i I
kolinearne.



IMO pripreme 2008., tulum 2. - kombinatorika

1. zadatak:

2. zadatak:

3. zadatak:

4. zadatak:

5. zadatak:

Na jednome natjecanju, 8 sudaca ocjenjuje natjecatelje sa prolaz ili
pad. Poznato je da za svaka dva natjecatelja vrijedi da su ih dva suca
obojicu ocijenila sa prolaz, dva su suca prvog natjecatelja ocijenili sa
prolaz a drugog sa pad, dva su suca prvog natjecatelja ocijenila sa pad
a drugog sa prolaz, te su dva suca obojicu natjecatelja ocijenila sa pad.
Koji je najveéi moguéi broj natjecatelja?

U jednoj novoosnovanoj drzavi munjevitom brzinom sagradeno je 2000
zracnih luka, te su od strane tamosnjih tajkuna osnovane 2 zrac¢ne
kompanije koje naizmjence uvode nove letove izmedu luka (u drzavi jos
uvijek kompetitivno trziste nije u punoj snazi, tako da izmedu svaka
dva grada smije postojati najvise jedan let). Politicki mocénici zele
ostvariti da je moguce iz bilo koje zracne luke do¢i do bilo koje druge,
cak i ako se proizvoljna zrac¢na luka zatvori. Kompanija koja uvodenjem
svoga leta, ostvari ovaj cilj proglasava se, naravno, gubitnikom. Koja
kompanija ima pobjednicku strategiju?

Neka je 3D-kriz tijelo koje ¢ini jedna sredisnja kocka, te njih 6 sa kojima
dijeli stranu. Moze li se prostor prekriti 3D-krizevima, bez da ikoja
imaju zajednicke unutrasnje tocke?

Svaki kvadrati¢ sahovske ploce 100 x 100 obojan je u jednu od cetiri
boje tako da se u svakom retku i stupcu nalaze toéno 25 kvadratic¢a
odredene boje. Dokazite da je moguce odabrati dva stupca i dva retka
tako da su cetiri kvadrati¢a u kojima se sijeku obojani u razli¢ite boje.

SAMO ZA GORANA:

Neki vrhovi kvadrati¢a Ssahovske plocée n x n obojani su tako da svaki
kvadrat k x k ima barem jednu obojanu tocku na svome rubu. Ako I(n)
oznacCava minimalni broj obojanih tocaka za posti¢i gornje svojstvo,
dokazite da je



IMO pripreme 2008., tulum 3. - diofantske jednadzbe

. zadatak:

. zadatak:

. zadatak:

. zadatak:

Dokazi da jednadzba
PP+ 243y +2)+5=0

nema rjesenja u skupu racionalnih brojeva.

Odredi sve prirodne brojeve x, vy, z,t takve da je

1+ 5% = 2Y 4 2%5

Neka su z, y, p, n i k prirodni brojevi za koje vrijedi
2"+ yn — pk.

Ako je n > 1 neparan broj i p > 2 prost broj, onda je n
potencija broja p. Dokazi.

Dokazi da jednadzba

2,2

o2y = (22

— 2’ —y?)

nema rjeSenja u skupu prirodnih brojeva.



IMO pripreme 2008, tulum 4. - nejednakosti

. zadatak:

. zadatak:

. zadatak:

. zadatak:



IMO pripreme 2008, tulum 5. - geometrijske nejednakosti

1. zadatak:

2. zadatak:

3. zadatak:

4, zadatak:

Dijagonale tetivnog cetverokuta ABC'D sijeku se u tocki O. Dokazi da
vrijedi

|AB| |CD| |BC| |AD|<|OA| |OC| |OB] |0OD|
|CD|  |AB| |AD| |BC| ~ |OC| |OA] |OD| |0OB|

Neka je ABC trokut ¢ija upisana kruznica ima srediste I i polumjer r.
Dokazi da je
|AI| + |BI| + |CI| > 6r.

Neka je ABC' trokut, a D, E, F' tocke na njegovim stranama BC, CA,
AB redom, takve da je

\BD| _ |BF] . |AE| _ |AF]
<< i T S e
|DC| — [FA] |[EC] ~ |FB
1
Dokazi da je P(DEF) < ZP(ABC’). Kada se postize jednakost?

Neka je ABC trokut i A’B’C" njegov ortotrokut (vrhovi su mu nozista
visina polaznog trokuta). Neka su R i 7 polumjeri opisane odnosno

upisane kruznice trokuta ABC', a p polumjer upisane kruznice trokuta
A'B'C'".

N 1 A%
Dokazi da je £ <1 (1+ %)
okazl aJeR_ 3 +R



IMO pripreme 2008, tulum 6. - teorija brojeva

1. zadatak: Neka je d prirodan broji S = {m2 +dn* | m,n € Z}. Neka sup,q € S,
takvi da je p prost, i r = 4 cijeli broj. Dokazi da je r € S.
p

2. zadatak: Tocka A(x,y) se zove cjelobrojna ako su x iy cijeli brojevi. Cjelobrojna
tocka A je nevidljiva ako se na segmentu OA nalazi jos neka cjelobro-
jna tocka (O je ishodiste koordinatnog sustava). Dokazite da za svaki
prirodan broj n, postoji kvadrat stranice n, u ¢ijoj su unutrasnjosti sve
tocke nevidljive.

3. zadatak: Nadi sve trokute ABC ¢ije sve stranice imaju cjelobrojne duljine, takve
da je AC iste duljine kao i simetrala kuta kod vrha A, a opseg iznosi
10p, gdje je p prost broj.

4. zadatak: Dokazi da za svaki cijeli broj a > 4, postoji beskona¢no mnogo kvadratno
slobodnih prirodnih brojeva n koji dijele a™ — 1.

SAMO ZA MELKIORA:

5. zadatak: Postoje li u parovima relativno prosti prirodni brojevi a, b, c > 1 takvi
da b]2941, ¢|2°+1, al2¢+1 7

6. zadatak: Neka je f(z) = a,2" + ... + a;x + ag polinom s cjelobrojnim koefi-
cijentima, te neka su as,as, ..., a, djeljivi sa svim prostim faktorima
nekog prirodnog broja m, a a; relativno prost sa m. Dokazi da za svaki
prirodan broj k postoji prirodan broj ¢ takav da m* | f(c).



IMO pripreme 2008, tulum 7. - nizovi

1. zadatak:

2. zadatak:

3. zadatak:

4, zadatak:

Neka je (a,)nen aritmeticki niz prirodnih brojeva. Za svaki n, neka je
P, najvedi prosti faktor broja a,. Dokazi da je niz (Z—:)neN neogranicen.

Nizovi (z,,) 1 (y,) zadani su rekurzivno:
r1=1, 1 =2, Ty =22y,— 152, Ypy1 = 1Ty, — 122,.

a) Dokazi da su svi x,, y, razliciti od 0.

b) Dokazi da svaki od ta dva niza sadrzi beskona¢no mnogo pozitivnih
i beskonacno mnogo negativnih ¢lanova.

¢) Odredi koji su ¢lanovi niza (x,) djeljivi sa 7 i dokazi da nijedan
¢lan niza (y,) nije djeljiv sa 7.

Dokazi da za svaki n, n > 3 postoji n prirodnih brojeva ay, as, ..., a,
koji su uzastopni ¢lanovi aritmetickog niza i n prirodnih brojeva by, bo,
..., by koji su uzastopni clanovi geometrijskog niza, takvi da je

by<a<by<ag<---<b, <a,.

Navedi primjer takvih nizova za n =5 (ili vedi).

Odredi najveci ¢y € R za koji postoji niz xg, x1, ..., Togo7 pozitivnih
realnih brojeva za koje vrijedi:

a) To = T2007

1
=2x,+ —,zasve k=1,2,...,2007.

b) Tp—1 +
Tk—1 Tk




IMO pripreme 2008, tulum 8. - inverzija

1. zadatak:

2. zadatak:

3. zadatak:

4. zadatak:

Neka je ABC' trokut, D tocka na BC. Kruznice k; i ko diraju opisanu
kruznicu trokuta ABC' i pravce BC' i AD. Kruznica k; dira duzinu
BD, a kruznica ks duzinu DC.

Ako obje kruznice diraju segment AD u istoj tocki, dokazi da je AD
simetrala kuta ZA.

Dane su dvije koncentri¢ne kruznice k, k' sa sredistem O i polumjerima
RiR (R < R'). Totke A € ki B € k' su kolinearne s O 1 sa
suprotnih strana tocke O. Tocke E € k, F' € k' su kolinearne s O i
s iste strane tocke O. (pravci AB i EF su razliciti.) Dokazi da kroz
istu tocku prolaze: opisana kruznica trokuta OAFE, opisana kruznica
trokuta OBF, kruznica nad promjerom AB i kruznica nad promjerom
EF.

Neka je ABC' raznostranicni trokut, ¢ija upisana kruznica dodiruje
stranice u tockama A;, By, (. Neka je H; ortocentar trokuta A; B;C}.
Dokazi da H lezi na spojnici sredista opisane i upisane kruznice trokuta

ABC.

Neka je ABC trokut i X njegova unutarnja tocka, a Y sjeciste AX i
BC. Neka su P, ), R, S redom nozista okomica iz Y na CA, CX,
BX, BA.

Odredi nuzan i dovoljan uvjet koji treba zadovoljiti tocka X da bi
PQRS bio tetivni ¢etverokut.



IMO pripreme 2008, tulum 9. - LK zadaci

. zadatak:

. zadatak:

. zadatak:

. zadatak:

Neka je k prirodan broj. Odredite broj nesukladnih trokuta kojima su
vrhovi u vrhovima zadanog pravilnog 6k-terokuta.

Odredi najmanji prirodni broj n, n > 4, za koji se izmedu n razli¢itih
prirodnih brojeva mogu izabrati 4, a, b, cid takvidajea+b—c—d
djeljivo sa 20.

Nadite sve kona¢ne nizove (g, 1, ..., 2,) takve da je za svaki j, 0 <
J < n, x; broj pojavljivanja broja j u tom nizu.

Neka je n > 4 zadani prirodan broj. Zadan je skup S = { Py, P, ..., P,}
od n tocaka u ravnini takvih da nikoje tri nisu kolinearne i nikoje cetiri
konciklicne; neka je a;, 1 <t < n broj kruznica P;P; P} koji sadrze P,
u svojoj unutrasnjosti, te neka je

m(S) =a; +as+ ... + a,.

Dokazi da postoji prirodan broj f(n), koji ovisi samo o n, takav da su
tocke od S vrhovi konveksnog mnogokuta ako i samo ako je m(S) =

f(n).



IMO pripreme 2008, tulum 10. - trokut, &etverokut, kruznica

. zadatak: Neka je ABC'D tangencijalni ¢etverokut ¢iji su svi unutrasnji i vanjski
kutovi barem 60°. Dokazi da je

1
g|AB3 — AD?| < |BC? — CD?| < 3|AB® — AD?|.

Kada vrijedi jednakost?

. zadatak: Dan je trokut ABC's tezistem G i sredistem opisane kruznice O. Sime-
trale duzina AG, BG, CG tvore trokut A; B;C;. Dokazi da je tocka O
teziSte trokuta A, BC.

. zadatak: U trokutu ABC povuéena je tezisnica AM i visine BB;, CC;. Pravac
d prolazi tockom A, okomit je na AM i sijece BB; i C'C; u tockama
E, F redom. Neka je k kruznica kroz E, F'i M, te neka su ki, ko
kruznice koje dodiruju luk kruznice k koji ne sadrzi tocku M i duzinu
EF. Ako su P i Q sjecista kruznica ki, ko, dokazi da su tocke P, Q i
M kolinearne.

. zadatak: Neka je ABC siljastokutni trokut i H njegov ortocentar. Vanjska sime-
trala kuta ZBHC sijece stranice AB i AC u tockama D i E redom. Un-
utrasnja simetrala kuta ZBAC sije¢e opisanu kruznicu trokuta ADE
ponovno u tocki K. Dokazi da pravac H K prolazi polovistem stranice
BC.



IMO pripreme 2008, tulum 11. - algebra

. zadatak:

. zadatak:

. zadatak:

. zadatak:

Neka su aq, as,..., a, razli¢iti cijeli brojevi. Dokazi da se polinom
(r—a))(z—ag) - (r—a,) —1

ne moze prikazati kao umnozak dvaju nekonstantnih polinoma s cjelo-
brojnim koeficijentima.

Odredi sve funkcije f : Rt — R* takve da vrijedi

f@)f(y) =2f(z+yf(z))  Va,y>0.

Nadi sve a € R za koje postoji nekonstantna funkcija f : (0,1] — R,
takva da za svaki par (x,y) € (0,1] x (0,1] vrijedi:

a+ flx+y—ay) < flo)+ f(y).

Madridski hostel ”Olimpijada” ima n + 3 soba oznacenih brojevima
0,1,2,....,n+1, n+2 (za neki n € N). U rano jutro uo¢i prvog
dana natjecanja glavni koordinator smislio je polinom n-tog stupnja
s realnim koeficijentima i na vrata svake sobe napisao vrijednost tog
polinoma za argument jednak broju doti¢ne sobe. Na k-toj sobi za
k € {0,1,2,...,n,n+ 1} napisao je broj 2*, a na sobu n + 2 broj
2n2 3.

a) Dokazi da je glavni koordinator pogrijesio u racunu.

b) Pokazi da je moguée da je napravio samo jednu gresku u rac¢unu.
Pokazi da je uz pretpostavku da je napravio samo jednu gresku tu
greSku moguce ispraviti, tj. odrediti na kojim je vratima pogresan broj
te koji bi broj tamo trebao biti.



1. zadatak:

2. zadatak:

3. zadatak:

Hrvatska matematic¢ka olimpijada 2008.
prvi dan, 3. 7. 2008.

Odredi sve prirodne brojeve n za koje postoje pozitivni racionalni bro-
jevi ay, ag,. .., ar (k> 2) takvi da je

a1+ a+...+a,=ay-az-... A = N.

Neka je M broj cjelobrojnih rjesenja jednadzbe
2?2 =8

sa svojstvom da je 0 < x,y,z,t < 10°, a N broj cjelobrojnih rjeSenja
jednadzbe
oy =221

s istim svojstvom. Dokazi da je M > N.

Kruznice k; i ko sa sredistima O7, Oy diraju se izvana u D, i obje diraju
kruznicu k iznutra u tockama E i F' redom. Pravac t je zajednicka
tangenta kruznica k; i ks u tocki D, a AB promjer kruznice k okomit
na t, tako da su A, £ i O; s iste strane od t. Dokazi da pravci AOq,
BO,, EF it prolaze istom tockom.



4. zadatak:

5. zadatak:

6. zadatak:

Hrvatska matematic¢ka olimpijada 2008.
drugi dan, 4. 7. 2008.

Neka je ABC' trokut ¢ija je pripisana kruznica nasuprot vrha A suk-
ladna opisanoj kruznici. Neka pripisana kruznica dodiruje stranicu BC
i pravce AC'i AB u tockama K, L, M. Dokazi da je srediSte opisane
kruznice trokuta ABC ortocentar trokuta K LM.

Odredi sva nenegativna rjesenja (z,y, z, w) jednadzbe

4+ 4+ 47 =’

Rijec¢ je svaki konacan niz simbola a i b. Broj simbola u rije¢i zovemo
duljinom rije¢i. Kazemo da je rije¢ nebperiodi¢na ako ne sadrzi podrijec

oblika ccccee za neku rije¢ ¢. Ako je f(n) ukupan broj ne6periodiénih
rijeci duljine n, dokazi da je f(n) > (2)".



