MEMO 2008, pripremno ekipno natjecanje br.1

1. zadatak:

2. zadatak:

3. zadatak:

4. zadatak:

20. lipnja 2008.

Neka je {x1,z2,...,2,} = {1,2,...,n}. Kolika je najveéa moguéa vrijednost
izraza
12Ty + Xox3 + ... + Tp_12, + 11 7

Skupina od n uvazenih drustvenih djelatnika sudjeluje na simpoziju o ulozi
matematike na ekolosku svijest i moral ljudi opéenito. Prvog dana simpozija
za njih su priredeni svecani rucak i vecera u domu ”A.G. Matos” na kojem
su sjedili oko okruglog stola u razlicitom poretku.

(a) Dokazite da postoji beskonatno mnogo brojeva n za koje postoje dva su-
dionika simpozija takva da je broj ljudi koji su sjedili izmedu njih za ruckom
i veCerom bio isti.

(b) Dokazite da postoji beskonacno mnogo brojeva n za koje gornja tvrdnja
ne vrijedi.

Iz tocke T povucene su tangente na polukruznicu £ koje ju diraju u tockama
A i B. Neka je H noziste okomice iz tocke T na promjer polukruznice.
Dokazite da je TH simetrala kuta ZAHB.

Nadite sve medusobno razli¢ite prirodne brojeve k, [ i m takve da je

kim —1
(k=D - Dm—1)

prirodan broj.

Vrijeme pisanja je 5 sati.

Svaki zadatak vrijedi 8 bodova.



MEMO 2008, pripremno ekipno natjecanje br.2

. zadatak:

. zadatak:

. zadatak:

. zadatak:

26. lipnja 2008.

Neka je a realan broj takav da je |a| > 1. Rijesite sustav jednadzbi

x} =av;q +1, i=1,...,2008 (modulo2008).

Ploca 2008 x 2008 se sastoji od 2008 jedini¢nih kvadrata. Na jednom od
tih jediniénih kvadrata nalazi se figura. Potez se sastoji od micanja figure iz
nekog jedini¢nog kvadrata u k—tom stupcu u neki jedinicni kvadrat u k—tom
retku.

Postoji li niz od 20082 poteza tako da figura prode kroz sve jedini¢ne kvadrate
tocno jednom i vrati se na pocetni polozaj ?

Neka je ABCD trapez sa paralelnim stranama AB i CD takvima da je
|AB| > |CD|. Totke K i Lleze na AB i CD, redom, tako da je |AK|/|K B| =
|IDL|/|LC|. Neka su P i Q totke na KL takve da je ZAPB = /BCD i
Z0QD = LABC.

Dokazite da tocke P, ), B i C' leze na istoj kruznici.

Nadite sve z, y € N takve da xy? + 2y dijeli 222y + xy? + 8.

Vrijeme pisanja je 5 sati.

Svaki zadatak vrijedi 8 bodova.



MEMO vs IMO 2008, pripremno ekipno natjecanje

1. zadatak:

2. zadatak:

3. zadatak:

4. zadatak:

1. srpnja 2008.

n
Neka su ay, as,. .., a, pozitivni realni brojevi takvi da je H a; = 1, te neka
i=1

je A= Zai. Dokazite da je

=1

- 1

Madioni¢ar Melkior uz pomo¢ pomagaca Adriana izvodi sljedeéi trik: gle-
datelj zapise na plocu niz od N znamenaka, a zatim Adrian prekrije crnim
krugom dvije susjedne znamenke. Melkior ulazi i on treba pogoditi koje se
dvije znamenke (i u kojem poretku) nalaze pod crnim krugom.

Za koje N se Melkior i Adrian mogu dogovoriti tako da Melkior moze glumiti
7veliku facu” (t.j. da su sigurni da trik uvijek funkcionira) ?

Neka je ABCD tetivni cetverokut ¢iji su kutovi LA i ZB razliciti i siljasti.
Neka je P sjeciste dijagonala, a T sjeciste pravaca AD i BC. Ako je TP
okomito na AB, onda je P ortocentar trokuta ABT. Dokazite !

Nadite sve parove prirodnih brojeva (a, b) takve da ab+a+b dijeli a®+b*+1.

Vrijeme pisanja je 5 sati.

Svaki zadatak vrijedi 8 bodova.



MEMO 2008, pripremno pojedinaéno natjecanje br.1

2. srpnja 2008.

1. zadatak: Neka su a, b, ¢ i d pozitivni realni brojevi takvi da je ab+ bc + c¢d + da = 1.
Dokazi da vrijedi
a’ b3 c d?

b+c+d+c+d+a+d+a+b+a+b+c

1
> —.
-3

2. zadatak: n lampi Lg,...,L,, poredanih u red, se pali i gasi svake sekunde po sljede¢em
pravilima:

— Ako su L; i njegovi susjedi u istom stanju, onda se L; gasi (ili ostaje
ugasena),

— Ako nije tako, onda se L; pali (ili ostaje upaljena)
Na pocetku, sve su lampe ugasene, osim prve lampe.

(a) Dokazi da postoji beskona¢no mnogo brojeva n za koje ¢e nakon nekog
vremena sve lampe biti ugasene.

(b) Dokazi da postoji beskonaéno mnogo brojeva n za koje sve lampe nikad
nece biti ugasene.

3. zadatak: Dana je duzina AB i varijabilna tocka M na njoj. Nad duzinama AM i M B
konstruirani su kvadrati AMCD i MBEF, a opisane kruznice tih kvadrata
sijeku se osim u M i u tocki N.

Dokazi da se pravci AF i BC sijeku se u N.

Dokazi da pravac M N prolazi ¢vrstom tockom ravnine (neovisnom o odabiru
tocke M).

Odredi geometrijsko mjesto polovista duzina koje spajaju sredista kvadrata.

4. zadatak: Kazemo da je prirodan broj n zanimljiv ako iz tvrdnje da n dijeli a™ — 1
slijedi da n? dijeli ™ — 1. Dokazi:
— Svaki prost broj je zanimljiv.

— Postoji beskona¢no mnogo zanimljivih slozenih brojeva.

Vrijeme pisanja je 4.5 sati.

Svaki zadatak vrijedi 8 bodova.



MEMO 2008, pripremno pojedinano natjecanje br.2

3. srpnja 2008.

1. zadatak: Odredi sve funkcije f : R — R za koje vrijedi

f@® =) =af(x) —yf(y).

2. zadatak: Tablicanxn,n > 2 je popunjena brojevima 11 —1. Kvadrati¢ u i—tom retku
i j—tom stupcu oznacavamo s (i, 7). Susjedi kvadratié¢a (i,7) su kvadrati¢i
(t,7 —1), (4,5 + 1), (1 = 1,7) 1 (¢ + 1,7), pri ¢emu zbrajamo i oduzimamo
modulo n.

U svakom koraku broj u svakom kvadrati¢u se zamjenjuje umnoskom brojeva
u cetiri susjedna kvadratica.

Nadi sve vrijednosti od n za koje iz proizvoljnog pocetnog stanja tablice u
kona¢éno mnogo koraka dobivamo tablicu popunjenu samo brojevima 1.

3. zadatak: Neka je ABC trokut. Kruznica koja prolazi kroz A i B sije¢e duzine AC' i BC'
u D i Eredom. Pravci AB i DFE sijeku se u tocki F', a pravei BD i C'F u tocki
M. Dokazi da je |MF|= |MC| ako i samo ako je |[MB| - |MD| = |MC|*.

4. zadatak: Postoje li prirodni brojevi m i n takvi da je

n? +4m
4dm — 1

prirodan broj ?

Vrijeme pisanja je 4.5 sati.

Svaki zadatak vrijedi 8 bodova.



MEMO 2008, pripremno pojedinano natjecanje br.3

srpanj, kolovoz 2008.

. zadatak: Odredi sve polinome P stupnja n koji imaju samo racionalne korijene, a skup
njihovih koeficijenata je {0,1,2,...,n}.

. zadatak: Kvadrat dimenzija (n — 1) X (n — 1) je podijeljen na (n — 1)? jedini¢nih
kvadrata. Svaki od n? vrhova obojan je crveno ili plavo. Odredi broj ra-
zlicitih bojanja takvih da svaki jedini¢ni kvadrat ima to¢no dva crvena vrha.

. zadatak: Neka je A; srediste kvadrata upisanog Siljastokutnom trokutu ABC sa dva
vrha na stranici BC' (jedan od dva preostala vrha je na stranici AB, a drugi
jena AC). Tocke By i C; su definirane na analogan nacin za upisane kvadrate
s dva vrha na stranici AC, odnosno AB redom. Dokazi da se pravci AA;,
BBy i CC] sijeku u jednoj tocki.

. zadatak: Neka je k prirodan broj. Dokazi da postoji beskona¢no mnogo potpunih
kvadrata oblika n - 2% — 7, pri ¢emu je n prirodan broj.

Vrijeme pisanja je 4.5 sati.

Svaki zadatak vrijedi 8 bodova.



MEMO 2008, pripremno pojedinaéno natjecanje br.4

. zadatak:

. zadatak:

. zadatak:

. zadatak:

srpanj, kolovoz 2008.

Nadi najveéi broj A takav da je

=L =>4
Vit 22 Va2t a2 T

za sve pozitivne brojeve x, y, z.

Odredi najmanji prirodni broj n, n > 4, za koji se izmedu n razlic¢itih prirod-
nih brojeva mogu izabrati ¢etiri, a, b, ¢ i d takvi da je a + b — ¢ — d djeljivo
sa 20.

Zadan je tetivni ¢etverokut ABCD i kruznica sa sredistem na stranici AB,
dok su ostale tri stranice tangente na tu kruznicu. Dokazi da vrijedi

|AD| + |BC| = |AB|.

Neka je d(n) broj pozitivnih djeljitelja broja n.

Nadi sve prirodne brojeve n za koje je d(n)® = 4n.

Vrijeme pisanja je 4.5 sati.

Svaki zadatak vrijedi 8 bodova.



